
Mie / EF / Seite 93 Aufgabe 3 Seite 1 von 17

Aufgabe 3

a)

f (x) = 0,5x2 − 2x

f ′(x) = x − 2

Notwendige Bedingung: f ′(x) = 0

x − 2 = 0
x = 2

Hinreichende Bedingung: Vorzeichenwechsel bei f ′(x)

f ′(1) = 1 − 2 = −1 < 0

f ′(3) = 3 − 2 = 1 > 0

}
⇒ lokaler Tiefpunkt

bei x = −2

2 R

f (2) = 0,5 · 22 − 2 · 2 = −2

Der Graph von f besitzt an der Stelle x = 2 einen lokalen Tiefpunkt
mit den Koordinaten T (2 | −2).

Für x → ±∞ f (x) → 0,5x2

das heißt, dass

für x → +∞ f (x) → +∞
für x → −∞ f (x) → +∞

Damit ist der Punkt T ein globaler Tiefpunkt und es existiert kein
globaler Hochpunkt.
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b)

f (x) =
1
3

x3 − 4x

f ′(x) = x2 − 4

Notwendige Bedingung: f ′(x) = 0

x2 − 4 = 0

x2 = 4
x1,2 = ±2

Hinreichende Bedingung: Vorzeichenwechsel bei f ′(x)

f ′(−3) = (−3)2 − 4 = 5 > 0

f ′(0) = 02 − 4 = −4 < 0

}
⇒ lokaler Hochpunkt

bei x = −2

f ′(0) = −4 < 0

f ′(3) = (3)2 − 4 = 5 > 0

}
⇒ lokaler Tiefpunkt

bei x = 2

−2 2 R

f (−2) =
1
3
· (−2)3 − 4 · (−2) = 5

1
3

f (2) =
1
3
· 23 − 4 · 2 = −5

1
3

Der Graph von f besitzt an der Stelle x = −2 einen lokalen Hoch-
punkt mit den Koordinaten H

(
−2

∣∣5 1
3

)
und an der Stelle x = 2

einen lokalen Tiefpunkt mit den Koordinaten T
(

2
∣∣− 5 1

3

)
.
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Für x → ±∞ f (x) → 1
3

x3

das heißt, dass

für x → +∞ f (x) → +∞
für x → −∞ f (x) → −∞

Damit existiert weder ein globaler Hochpunkt noch ein globaler
Tiefpunkt.

c)

f (x) = x5 + x3

f ′(x) = 5x4 + 3x2

Notwendige Bedingung: f ′(x) = 0

5x4 + 3x2 = 0

x2 · (5x2 + 3) = 0

x2 = 0
x1 = 0

5x2 + 3 = 0

5x2 = −3

x2 = −3
5

Keine Lösung außer x = 0.

Hinreichende Bedingung: Vorzeichenwechsel bei f ′(x)

f ′(−1) = 5 · (−1)4 + 3 · (−1)2 = 8 > 0

f ′(1) = 5 · 14 + 3 · 12 = 8 > 0

}
⇒ Sattelpunkt

bei x = 0
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0 R

f (0) = 05 + 03 = 0

Der Graph von f besitzt an der Stelle x = 0 einen Sattelpunkt mit
den Koordinaten S (0 | 0).

Für x → ±∞ f (x) → x5

das heißt, dass

für x → +∞ f (x) → +∞
für x → −∞ f (x) → −∞

Damit existiert weder ein globaler Hochpunkt noch ein globaler
Tiefpunkt.

d)

f (x) = −0,5x4 + 2x3 − 2x2

f ′(x) = −2x3 + 6x2 − 4x

Notwendige Bedingung: f ′(x) = 0

−2x3 + 6x2 − 4x = 0

−2x · (x2 − 3x + 2) = 0
−2x = 0

x1 = 0

x2 − 3x + 2 = 0
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x2,3 =
3
2
±

√(
3
2

)2
− 2

=
3
2
±

√
1
4

=
3
2
± 1

2

x2 =
3
2
+

1
2
= 2

x3 =
3
2
− 1

2
= 1

Hinreichende Bedingung: Vorzeichenwechsel bei f ′(x)

f ′(−1) = −2 · (−1)3 + 6 · (−1)2 − 4 · (−1)
= 12 > 0

f ′
(

1
2

)
= −2 ·

(
1
2

)3
+ 6 ·

(
1
2

)2
− 4 ·

(
1
2

)
= −3

4
< 0


⇒

lokaler
Hochpunkt
bei x = 0

f ′
(

1
2

)
= −3

4
< 0

f ′
(

3
2

)
= −2 ·

(
3
2

)3
+ 6 ·

(
3
2

)2
− 4 ·

(
3
2

)
=

3
4
> 0


⇒

lokaler
Tiefpunkt
bei x = 1

f ′
(

3
2

)
=

3
4
> 0

f ′(3) = −2 · 33 + 6 · 32 − 4 · 3
= −12 < 0

 ⇒
lokaler
Hochpunkt
bei x = 2
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0 1 2 R

f (0) = −0,5 · (0)4 + 2 · (0)3 − 2 · (0)2 = 0

f (1) = −0,5 · 14 + 2 · 13 − 2 · 12 = −0,5

f (2) = −0,5 · 24 + 2 · 23 − 2 · 22 = 0

Der Graph von f besitzt an der Stelle x = 0 einen lokalen Hoch-
punkt mit den Koordinaten T1 (0 | 0), an der Stelle x = 1 einen
lokalen Tiefpunkt mit den Koordinaten H (1 | 0) und an der Stelle
x = 2 einen lokalen Hochpunkt mit den Koordinaten T2 (2 | 0).

Für x → ±∞ f (x) → −0,5x4

das heißt, dass

für x → +∞ f (x) → −∞
für x → −∞ f (x) → −∞

Die Punkte T1 und T2 befinden sich auf gleicher Höhe und sind
somit beide globale Hochpunkte, es existiert jedoch kein globaler
Tiefpunkt.

e)

f (x) = 0,02x5 − 0,1x4

f ′(x) = 0,1x4 − 0,4x3

Notwendige Bedingung: f ′(x) = 0

0,1x4 − 0,4x3 = 0

0,1x3 · (x − 4) = 0
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0,1x3 = 0
x1 = 0

x − 4 = 0
x2 = 4

Hinreichende Bedingung: Vorzeichenwechsel bei f ′(x)

f ′(−1) = 0,1 · (−1)4 − 0,4 · (−1)3 = 0,5 > 0

f ′(1) = 0,1 · 14 − 0,4 · 13 = −0,3 < 0

}
⇒ lokaler Hochpunkt

bei x = 0

f ′(1) = −0,3 < 0

f ′(5) = 0,1 · 54 − 0,4 · 53 = 12,5 > 0

}
⇒ lokaler Tiefpunkt

bei x = 4

0 4 R

f (0) = 0,02 · 05 − 0,1 · 04 = 0

f (4) = 0,02 · 45 − 0,1 · 44 = −5,12

Der Graph von f besitzt an der Stelle x = 0 einen lokalen Hoch-
punkt mit Koordinaten H (0 | 0) und an der Stelle x = 4 einen lo-
kalen Tiefpunkt mit Koordinaten T (4 | −5,12).

Für x → ±∞ f (x) → 0,02x5

das heißt, dass

für x → +∞ f (x) → +∞
für x → −∞ f (x) → −∞

Damit existiert weder ein globaler Hochpunkt noch ein globaler
Tiefpunkt.



Mie / EF / Seite 93 Aufgabe 3 Seite 8 von 17

f)

f (x) = x6 − 6
5

x5 − 2x4 + 6

f ′(x) = 6x5 − 6x4 − 8x3

Notwendige Bedingung: f ′(x) = 0

6x5 − 6x4 − 8x3 = 0

2x3 · (3x2 − 3x − 4) = 0

2x3 = 0
x1 = 0

3x2 − 3x − 4 = 0

x2 − x − 4
3
= 0

x2,3 =
1
2
±

√(
1
2

)2
+

4
3

=
1
2
±

√
19
12

x2 =
1
2
+

√
19
12

≈ 1,76

x3 =
1
2
−

√
19
12

≈ −0,76

Hinreichende Bedingung: Vorzeichenwechsel bei f ′(x)

f ′(−1) = 6 · (−1)5 − 6 · (−1)4 − 8 · (−1)3

= −4 < 0

f ′
(
−1

2

)
= 6 ·

(
−1

2

)5
− 6 ·

(
−1

2

)4
− 8 ·

(
−1

2

)3

=
7
16

> 0


⇒

lokaler
Tiefpunkt
bei x = −0,76
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f ′
(
−1

2

)
=

7
16

> 0

f ′
(

1
2

)
= 6 ·

(
1
2

)5
− 6 ·

(
1
2

)4
− 8 ·

(
1
2

)3

= −19
16

< 0


⇒

lokaler
Hochpunkt
bei x = 0

f ′
(

1
2

)
= −19

16
< 0

f ′(2) = 6 · 25 − 6 · 24 − 8 · 23 = 32 > 0

 ⇒
lokaler
Tiefpunkt
bei x = 1,76

−0,76 0 1,76 R

f (−0,76) = (−0,76)6 − 6
5
· (−0,76)5 − 2 · (−0,76)4 + 6 ≈ 5,83

f (0) = 06 − 6
5
· 05 − 2 · 04 + 6 = 6

f (1,76) = (1,76)6 − 6
5
· (1,76)5 − 2 · (1,76)4 + 6 ≈ −3,73

Der Graph von f besitzt an der Stelle x = −0,76 einen lokalen Tief-
punkt mit den Koordinaten T1 (−0,76 | 5,83), an der Stelle x = 0
einen lokalen Hochpunkt mit den Koordinaten H (0 | 6) und an
der Stelle x = 1,76 einen lokalen Tiefpunkt mit den Koordinaten
T2 (1,76 | −3,73).

Für x → ±∞ f (x) → x6

das heißt, dass

für x → +∞ f (x) → +∞
für x → −∞ f (x) → +∞

Damit ist der Punkt T2 ein globaler Tiefpunkt, es existiert jedoch
kein globaler Hochpunkt.
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g)

f (x) = 6 − 2x3 + 4x5 − x4 = 4x5 − x4 − 2x3 + 6

f ′(x) = 20x4 − 4x3 − 6x2

Notwendige Bedingung: f ′(x) = 0

20x4 − 4x3 − 6x2 = 0

2x2 · (10x2 − 2x − 3) = 0

2x2 = 0
x1 = 0

10x2 − 2x − 3 = 0

x2 − 1
5

x − 3
10

= 0

x2,3 =
1
10

±

√(
1

10

)2
+

3
10

=
1 ±

√
31

10

x2 =
1 −

√
31

10
≈ −0,46

x3 =
1 +

√
31

10
≈ 0,66

Hinreichende Bedingung: Vorzeichenwechsel bei f ′(x)

f ′(−1) = 20 · (−1)4 − 4 · (−1)3 − 6 · (−1)2

= 18 > 0

f ′
(
−1

5

)
= 20 ·

(
−1

5

)4
− 4 ·

(
−1

5

)3
− 6 ·

(
−1

5

)2

= − 22
125

< 0


⇒

lokaler
Hochpunkt
bei x = −0,46
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f ′
(
−1

5

)
= − 22

125
< 0

f ′
(

1
2

)
= 20 ·

(
1
2

)4
− 4 ·

(
1
2

)3
− 6 ·

(
1
2

)2

= −3
4
< 0


⇒ Sattelpunkt

bei x = 0

f ′
(

1
2

)
= −3

4
< 0

f ′(1) = 20 · 14 − 4 · 13 − 6 · 12 = 10 > 0

 ⇒
lokaler
Tiefpunkt
bei x = 0,66

−0,46 0 0,66 R

f (−0,46) = 4 · (−0,46)5 − (−0,46)4 − 2 · (−0,46)3 + 6 ≈ 6,07

f (0) = 4 · 05 − 04 − 2 · 03 + 6 = 6

f (0,66) = 4 · (0,66)5 − (0,66)4 − 2 · (0,66)3 + 6 ≈ 5,74

Der Graph von f besitzt an der Stelle x = −0,46 einen lokalen
Hochpunkt mit den Koordinaten H (−0,46 | 6,07), an der Stelle
x = 0 einen Sattelpunkt mit den Koordinaten S (0 | 6) und an
der Stelle x = 0,66 einen lokalen Tiefpunkt mit den Koordinaten
T (0,66 | 5,74).

Für x → ±∞ f (x) → 4x5

das heißt, dass

für x → +∞ f (x) → +∞
für x → −∞ f (x) → −∞

Damit existiert weder ein globaler Hochpunkt noch ein globaler
Tiefpunkt.
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h)

f (x) = −8 − x · (3 − x)2 + 2x

= −8 − x · (9 − 6x + x2) + 2x

= −8 − 9x + 6x2 − x3 + 2x

= −x3 + 6x2 − 7x − 8

f ′(x) = −3x2 + 12x − 7

Notwendige Bedingung: f ′(x) = 0

−3x2 + 12x − 7 = 0

x2 − 4x +
7
3
= 0

x1,2 =
4
2
±

√(
4
2

)2
− 7

3

= 2 ±
√

5
3

x1 = 2 +

√
5
3
≈ 3,29

x2 = 2 −
√

5
3
≈ 0,71

Hinreichende Bedingung: Vorzeichenwechsel bei f ′(x)

f ′(0) = −3 · 02 + 12 · 0 − 7 = −7 < 0

f ′(1) = −3 · 12 + 12 · 1 − 7 = 2 > 0

}
⇒ lokaler Tiefpunkt

bei x = 0,71

f ′(1) = 2 > 0

f ′(4) = −3 · 42 + 12 · 4 − 7 = −7 < 0

}
⇒ lokaler Hochpunkt

bei x = 3,29

0,71 3,29 R
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f (0,71) = −(0,71)3 + 6 · (0,71)2 − 7 · (0,71)− 8 ≈ −10,3

f (3,29) = −(3,29)3 + 6 · (3,29)2 − 7 · (3,29)− 8 ≈ −1,7

Der Graph von f besitzt an der Stelle x = 0 einen lokalen Tiefpunkt
mit den Koordinaten T (0,71 | −10,3) und an der Stelle x = 3,29
einen lokalen Hochpunkt mit den Koordinaten H (3,29 | −1,7).

Für x → ±∞ f (x) → −x3

das heißt, dass

für x → +∞ f (x) → −∞
für x → −∞ f (x) → +∞

Damit existiert weder ein globaler Hochpunkt noch ein globaler
Tiefpunkt.

i)

f (x) = (2 − x)3 + 1

= (2 − x)2(2 − x) + 1

= (4 − 4x + x2)(2 − x) + 1

= 8 − 4x − 8x + 4x2 + 2x2 − x3

= −x3 + 6x2 − 12x + 8

f ′(x) = −3x2 + 12x − 12

Notwendige Bedingung: f ′(x) = 0

−3x2 + 12x − 12 = 0

x2 − 4x + 4 = 0

x2,3 =
4
2
±

√(
4
2

)2
− 4

= 2
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Hinreichende Bedingung: Vorzeichenwechsel bei f ′(x)

f ′(1) = −3 · 12 + 12 · 1 − 12 = −3 < 0

f ′(3) = −3 · 32 + 12 · 3 − 12 = −3 < 0

}
⇒ Sattelpunkt

bei x = 2

2 R

f (2) = −(2)3 + 6 · (2)2 − 12 · (2) + 8 = 0

Der Graph von f besitzt an der Stelle x = 2 einen Sattelpunkt mit
den Koordinaten S (2 | 0).

Für x → ±∞ f (x) → −x3

das heißt, dass

für x → +∞ f (x) → −∞
für x → −∞ f (x) → +∞

Damit existiert weder ein globaler Hochpunkt noch ein globaler
Tiefpunkt.
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